Fazekas Matektabor 2025. szept. 29. — okt. 3.

A Fazekas Matektabor legérdekesebb feladatai
Dunabogdany, 2025. szept. 29. — okt. 3.
Szerkesztette: Hujter Balint

A specidlis matematika tagozat hagyomanyos 0szi matektdborat a 2025-26-os tanévben
szeptember 29. és oktober 3. kozott rendeztiik, a korabbi években mér jol bevalt helyszinen, a
dunabodganyi JEKA tdiil6ben.

A taborban 28 didk vett részt, akik az alabbi csapatokba rendezdédve dolgoztak:

o 2577 kg
(Czirjak Marton Pal 12¢, Szab6 Samuel 11c, Szakacs Abel 12¢, Virdg Tébids 11c).

o Géabor néni
(Chen JiaTong, Palfi Andras, Prohédszka Bulest, Ta Minh Khoa 12c¢)

o Gigamegapingvin
(Duldcska Déniel 12¢, Sohér Bernadett 12c, Szabdé-Komorécezki Csenge Veronika 1lc,
Tajta Sara 12c)

o Gyakorlati valészintiségszamitas
(Holl6 Martin 12¢, Kis Agoston 11c, Kocsis Péter 12c, Sha Jingyuan 11b)

e Olav-csalad
(Bui Nikolett, Csaté Hanna Zita, Hordk Zsoéfia, Kis Licia 11c¢)

e Quadrumviratus
(Lakner Hanna Rozalia, Sardinecz Doéra, Veres Dorottya, Zhai You Fan 12c¢)

o Reménytelen
(Juhasz-Molnar Mirk6, Maté Marcell, Santa Gergely, Vodrés Déniel 11c)

A tabori munkat Hujter Balint és Lenger Daniel matematikatanarok vezették, és segitségiikre
volt Németh Marton oregdidkunk is (2023c, a Cambridge-i Egyetem harmadéves matematikus
hallgatéja). Szerdan vendégink volt Simon Lészlé (2024c, a Cambridge-i Egyetem mésodéves



Fazekas Matektabor 2025. szept. 29. — okt. 3.

matematikus hallgatdja) — aki délutédn érdekes el6dast tartott algebrai geometriai feladatokrol
— és Moéricz Benjamin (2023c, az ELTE harmadéves matematikus hallgatéja). Laci és Beni
este a mar tabori hagyomanynak is nevezheto vetélkedot vezetett a taborlakdknak, ,Zrinyi
bajnoksag” cimmel.

A kovetkez6kben egy Osszeallitas olvashatd a tdbor legérdekesebb feladataibdl és megoldé-
saikbdl. A feladatoknal jeleztiik, hogy melyik didk hozta a taborba, illetve ki irta le az itt
szereplé megoldés(ok)at.
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1. Konstrukcidk racionalis és irracionalis szamokrol

A taborban harom emlékezetes feladat is volt, ahol a racionalis szamok halmazara kellett valami
érdekes dolgot konstrudlni. Raadéasul, kiillonésen szerencsés moédon, éppen abban a sorrendben
kertiltek kitlizésre, ahogy ebben a fajlban is kovetkeznek.

1. feladat (K6MaL B.4803., Sardinecz Déra)

Meg lehet-e adni a szamegyenesen raciondlis végpontu zart intervallumokat tugy, hogy
minden raciondlis szam pontosan egy intervallum végpontja legyen, tovabba

a) barmelyik két zart intervallum koziil az egyik tartalmazza a masikat;

b) semelyik két intervallum nem diszjunkt és egyik sem tartalmazza a mésikat?

Ne hasznaljunk 0 hosszusagi intervallumokat.

Hugjter Bdlint megolddsa. a) Ha barmely két intervallum koziil az egyik tartalmazza a masikat,
akkor ezek egyméasba skatulyazott zart intervallumok, tehat a Cantor-axioma szerint van kozos
résziik: egy szam vagy egy intervallum. A ké6zos rész nem tartalmazhat raciondlis szamot (mivel
az nem lenne egy megadott intervallumnak sem a vége), azaz csak egyetlen irracionélis szam
lehet.

Ez adja az Otletet az aldbbi konstrukciéhoz. Olyan egymésba skatulyazott [a;, b;] interval-
lumokbdl 4116 Z rendszert épitiink, melynek egyetlen kozos pontja a /2, és minden racionélis
szam pontosan egy intervallum végpontja.

Legyen a egy tetszoleges, v/2-nél kisebb racionalis szam, ekkor kell lennie egy [a,b] inter-
vallumnak Z-ben. Ha 1 < a < v/2, akkor legyen b = 2/a (azaz ilyenkor a és b mértani kozepe
v/2). Ha pedig a < 1, akkor legyen b = 3 — a. Konnyen ellendrizhetd, hogy igy minden /2-nél
nagyobb raciondlis szam egyetlen Z-beli intervallum végpontja lesz.

b) Legyen J = {[a;,b;] : i € ZT} egy olyan intervallum-rendszer, amely teljesiti a feltétele-
ket (mivel Q megszamlalhatd, indexelhetjitk az intervallumokat a pozitiv egészekkel). Legyen
A = sup{a; : i € N} és B = inf{b; : i € N}. Konnyen meggondolhaté, -hogy A = B, hiszen
A < B esetén az (A, B) -beli raciondlis szamok nem lehetnének semmilyen intervallumnak

végpontjai, mig A > B esetén lennének diszjunkt intervallumok (hiszen kellene legyen #

elott végzodo és ‘L‘JFTB utan kezdddo intervallum is). Meggondolhat6 az is, hogy az sem lehet,
hogy ez a kozos A = B érték racionalis, mert akkor az itt kezd6d6 vagy végzodo intervallumot
tartalmaznd valamelyik masik.

Ugy van tehat csak esélyiink konstrukciéra, ha A = B egy irraciondlis szam, példéul v/2.
Vizsgaljuk az f : a; — b; hozzarendelést. f minden v/2-nél kisebb racionélis szamhoz egy
v/2-nél nagyobb raciondlis szamot rendel, méghozza szigorian monoton névé médon — épp ezt
diktélja a ,semelyik két intervallum nem diszjunkt és egyik sem tartalmazza a masikat” feltétel.
(Utdlag érdemes visszatekinteni az a) feladatrészre — valéjaban ott is egy hasonlé hozzarendelést
adtunk meg, csak ott szigorian monoton csokkenét).

Ilyen fliggvényt lehet konstrualni. A taborban Voédros Déaniel mutatott egy szép moddszert,
amit most nem kozlink. Ehelyiitt inkdbb Németh Marton (tdbori egyetemista segiténk) gon-
dolatmenetét elevenitjiik fel.

Rendezziik valahogy sorozatba a raciondlis szémokat: ¢, o, ... (megtehetjik, hiszen meg-
szamlalhatéan sokan vannak). Ezutan a kovetkezd 1épést ismételgetjitk. Vessziik a legkisebb

indexfi ¢;-t, amely még nem végpontja intervallumnak. Ennek kell taldlnunk part a /2 méasik
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oldalan, azaz annak az intervallumnak a masik végpontjat, amelynek ¢; az egyik végpontja.
Ha ¢; < v/2, akkor itt kezd8pont lesz, és egy q; > V2 szamban fog végzdédni az intervallum.
Tekintsiik a (véges sok) mar kivalasztott intervallumot. A ¢;-nél kisebb szdmban kezd6d6 koziil
intervallumok a legnagyobb végpont legyen s;, a ¢;-nal nagyobb szamban kezd6do intervallumok
koziil a legkisebb végpont a legkisebb végpont legyen t;,. Ha s; < ¢; < t;, akkor a [g;, ¢;] interval-
lum nem fog problémat okozni a ,semelyik két intervallum nem diszjunkt és egyik sem tartal-
mazza a masikat”. Marpedig fogok tudni ilyen ¢; szabad (tehdt még nem intervallum-végpont)
szamot taldlni, hiszen az (s;,t;) intervallumban végtelen sok raciondlis szam van, melyek koziil
még csak véges sok lehetett eddigre kivalasztva intervallum-végpontnak. (Hasonléan eljarha-
tunk akkor is, ha ¢; > /2, ilyenkor kezd8pontot keresiink a g;-ben végzédé intervallumnak).
(A KoMaL honlapjan lényegében ez a gondolatmenet olvashaté, részletesebben kifejtve.) [

Az elobb ismertetett modszert nevezziik el a ,Rekurziv kivansagok modszerének”, a kovet-
kez$ két feladatban még visszatériink erre. (Viladgos, hogy az a) rész is megoldhaté lett volna

igy.)

2. feladat (7, Vodros Daéniel)

Igaz-e, hogy ha az f,g: Q — Q fiiggvények szigortian monoton nének és értékkészletiik
a teljes Q, akkor az f + ¢ fliggvény értékkészlete is a teljes Q7

Hugjter Balint megoldasa. Vannak olyan szigorian monoton névé f,g : Q — Q fiiggvények,
melyek értékkészlete a teljes Q, de az f + g fiiggvény értékkészlete nem a teljes Q.

Elegend6 készitentink egy olyan f : Q — Q fliggvényt, amely monoton nové, az értékkészlete
a teljes Q, és még a kovetkezo feltételt teljesiti:

< V2= flz) <6 -2

(Ekkor persze © > /2 <= f(x) > 6 — /2 is teljesill). Egy ilyen f fiiggvény mellé véve a
g(x) = z (minden z € Q esetén) fiiggvényt, az f + g semmilyen raciondlis helyen nem fogja
felvenni az 1 értéket. Hiszen a szigort monotonitas miatt,

 ha z < /2, akkor f(z)+ g(z) < V2+ (6 —/2) =6,
« ha z > /2, akkor f(z)+ g(z) > V2 + (6 — /2) = 6.

Tehat f4 g sehol nem veszi fel a 6 értéket. Ilyet pedig nem is olyan nehéz konstrualni, példaul az
el6z6 feladatban megismert rekurziv kivansagok modszerével. Soroljuk fel Q elemeit a ¢, qo, . . .,
és rekurzivan hatarozzuk meg minden n-re.

o el6bb f(q,) értékét,
« majd azon a, szamot, amelyre f(a,) = gn.

Az f(qn) értékének meghatarozasakor mar ismertek az A, 1 = {a1,a2,...,an-1,q1,q2, ..., qn}
halmazba esé helyeken vett B,_1 = {q1, 92, -, qn-1, f(@1), f(q2),- .., f(gn)} értékek tgy, hogy
a szigoru monotonitds nem sériil.

Lehet, hogy valamelyik n > i-re a; = ¢,, ekkor f(g,) mar adott.
Egyébként az s = max{x € A,,x < ¢,} ést = min{zx € A,,z > ¢,} helyek kijelolnek

4
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egy (f(s), f(t)) intervallumot, amelybél szabadon vélaszthatunk egy racionalis szdmot f(gy)
értéknek.

Hasonléan , ha valamelyik n > i-re f(¢;) = ¢, akkor ezzel a,, mar adott.
Egyébként pedig az u = max{z € A,, f(x) < ¢,} és v = min{z € A,, f(x) > ¢} értékek
jelolnek ki egy (u,v) intervallumot, ahonnan szabadon valaszthatunk egy raciondlis szamot
a,-nek.

gy minden racionélis szdmon értelmezve lesz a fiiggvény, minden raciondlis értéket fel is
vesz, és a szigori monotonitas sem sériilhet. O]

Masodik megoldds. A rekurziv kivansagos modszer nem igazan konstruktiv, nehéz példaul arra
valaszolni, hogy mennyi f(1)? Mutatunk egy konstruktivabb moédszert is f készitésére.
Legyen a,, és b, egy-egy racionalis szamokbol allo, szigoriian monoton novo sorozat, ame-
lyekre lim, o0 @ = V2 és lim,_o0 by, = 6 — /2. (Példaul lehet a, az a szam, amelyet V2
tizedestort alakjanak az n. tizedesjegynél valé csonkitasaval kapunk, pl. a4 = 1,4142; hasonlo-
an kaphatunk egy jé b, sorozatot a 6 — /2 tizedestért alakjabol). f pedig legyen az a fiiggvény,
amelynek a grafikonja az (a,,by,) és (an11,bn11) pontokat dsszekotd egyenes szakaszokbol all,
a1-t6l balra pedig egy tetszéleges pozitiv meredekségii félegyenes. A v/2-nél nagyobb helyeken
lényegében ugyanigy, egy monoton csékkend sorozatpar segitségével hatarozzuk meg f értékeit.
(Kénnyen meggondolhatd, hogy igy minden racionélis szdmhoz racionalis szamot rendelink, és
minden raciondlis szamot fel is vesz értékként a fiiggvénytink.) m

3. feladat (Kvant, Szakacs Abel)

Lehetséges-e a sikon minden racionalis pontbél inditani egy félegyenest tigy, hogy semelyik
ketté nem parhuzamos és nem metszi egymést?

Prohdszka Bulcsi megolddsa. A vélasz igen. Ehhez el6szor sziikségiink lesz egy olyan P pontra,
amelyrdl tudjuk hogy nincs rajta semmilyen olyan egyenesen, amely két raciondlis pontot kot
ossze. Kétféleképp is megmutatjuk, hogy van ilyen:

1. médszer P keresésére. Gondoljuk meg hogy ilyen (racionalis pontokat 6sszekotd) egye-
nesbél megszamlalhato sok van. Ehhez legyen fiap.c,de,r,g,n) 8% 8z egyenes, ami az (§, ) és (%, 7)
pontokat Osszekoti. (Persze vegyiik ezen tortek legegyszertibb alakjat.) Ezeket az egyeneseket
pedig fel lehet sorolni. Legyen ugyanis ¢ fiiggvény i(fap.cde,f.g.n)) = |a|+[0|+]|c|+|d|+|e|+]f]+
lg| + |h|. El8szor soroljuk fel azokat az f egyeneseket amikre i(f) = 1. Ebbdl lathatéan véges
sok van. Aztan igy tovabb sorban felsoroljuk azokat, amikre i(f) = 2, és igy tovabb. Ha egy
egyenest esetleg mar felsoroltunk (pl mér felsoroltuk a (0,0)-at és a (1,0)-at 6sszek6td egyenest
és most a (0,0)-at és a (0,2)-t Osszekotd egyenest akarjuk felsorolni), akkor azt kihagyhatjuk.
Lathaté, hogy felsoroltuk az Osszes ilyen egyenest, tehat megszamlalhat6 sok van beldliik.

Ezek kozott az egyenesek kozott nincs ott az y = /3 egyenes, hiszen ezen egy racionalis
pont sincs; tovabbé ezek az egyenesek (legfeljebb) megszamlalhaté sok pontban metszik el az
y = /3 egyenest. De ezen az egyenesen kontinuum sok pont van, vagyis lesz olyan pont rajta
ami egy olyan egyenesen sincs rajta mely két rac pontot kotne Ossze. Legyen az egyik ilyen
pont P.
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2. médszer P keresésére. Meg lehet mutatni, hogy a (v/2,v/3) pont megfeleld P lesz.
Konnyen belathato, hogy barmely, legaldbb két raciondlis ponton atmend egyenes egyenlete
felirhaté ax + by = ¢ alakban, ahol a, b, ¢ € Z, és a és b koziil valamelyik nem O.

Tegyiik fel hogy P rajta van egy ilyen egyenesen vagyis vannak megfelelé a, b, ¢ szamok,
amelyekre av/2 + bv/3 = c. El6szor is gondoljuk meg hogy ¢ nem lehet 0, hisz ekkor

aVv2=—-b/3 = 24> = 3v2,

teljesiilne, ami ellentmondas mert a baloldalon paratlan sok kettes primtényezo van a jobbol-
dalon viszont paros. Tovabbé az sem lehet, hogy b = 0, mert ekkor a # 0 és /2 = £, de ez
nem lehet mert v/2 ¢ Q.

Most rendezgesstik kicsit:

a\/§ = c—bV/3
20> = 4+ 3b% — 2bcV3
2 + 3% — 2a?
3 C v e
\/_ 2bc

(felhasznaltuk, hogy bc # 0). Ez viszont megint ellentmondas, hisz /3 ¢ Q.

Konstrukcié a megtalalt P segitségével. Minden () racionalis pontbdl azt a félegyenest
inditjuk ami a P() egyenesen van, de nincs rajta P.

Ezek a félegyenesek lathatéan nem parhuzamosak, és nem metszik egymast, hiszen ha a teljes
egyeneseket nézziik azok a P pontban metszenék egymast (csak). De szerencsére a P pont a
félegyeneseken nincs rajta. Kész vagyunk.

Végiil alljon itt egy kép a hipertirugrast végrehajté Ezeréves Sélyomrol:

UKW
\ \S \

N
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2. Algebranak latszik

Héarom algebrai jellegii, a tdborban a konnyebbek kozé tartozd kérdés kovetkezik. De tobb is
van koztik, amelynél a megoldas nem is feltétleniil (csak) algebrai lehet.

7

4. feladat (7, Virag Tébias)

Legyenek x,y, z > 0 gy, hogy xyz(x +y + 2) = 1.
Hatérozzuk meg az (z + y)(x + z) kifejezés minimélis értékét.

1. megoldds, lejegyezte: Tajta Sdra. Mivel zyz(z +y+2) =1, ezért x +y + 2 = ——.

- Yy
Igy
) 1 1
(x+y)lz+2)=z +:rz+:r:y+yz::v(x~l—y+z)+yz:x@+yz:%%—yz

, ami egy szam és reciprokdnak Osszege, tehat (v + y)(z + 2z) > 2.
A minimalis 2 értéket felveszi példaul akkor, ha y = 2z = 1 és x(x 4+ 2) = 1 teljesiil, utébbi
x = /2 — 1 4ll fenn (pozitiv = esetén). O

2. megoldas, lejegyezte: Tajta Sdra. Legyen x4y = a, y+2z = b, y+ 2z = c. Tekintsiik az a, b és
¢ szamokat egy haromszog oldalainak (kénnyen ellendrizheté, hogy a haromszog-egyenlétlenség
teljesiil rajuk).

A félkertilet s = %HC =x +y + 2, igy a Héron-képlet szerint a haromszog teriilete:

T = \/s(s—a)(a—b)(s—c) = \/(x+y+z)xyz =1
A trigonometrikus tertiletképletet felhasznalva:

2=2T =absiny < ab= (v +y)(z + 2).

5. feladat (1963. évi OKTV 2. fordulé6 1. feladat, Lakner Hanna)

Oldjuk meg a sinx + cosz + sinx cosz = 1 egyenletet.

Csato Zita megolddsa. Vonjunk le sin x cos x-et az egyenletbol:
sinz 4+ cosx =1 —sinxcosx

Emeljiink négyzetre:
(sinz + cosz)? = (1 — sinw cosx)?
.92 2 . o ) 2 .
sin“x +cos“x + 2sinzcosx = 1 +sin“x cos“x — 2sinx cosx

Ismert azonossdg, hogy sin?z + cos? z = 1. Ezt kivonva az egyenletembdl, megkapom, hogy:

2sinx cosx = sin’ z cos® x — 2sin z cos
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Ha sinx és cosz egyike sem 0, akkor le tudunk osztani sin x cos x-szel.
2 =sinzcosx — 2

Ennek az egyenletnek az lenne a megoldasa, hogy sinx cosx = 4. Ez nem lehet, mert
|sin x|, [cos x| < 1.

Ebbdl kovetkezik, hogy sinx és cos z valamelyike 0.

Ha sin z = 0, akkor az eredeti egyenletbe beirva megkapjuk, hogy cosz = 1. Ez pontosan akkor
teljestl, ha © = 2kw, k€ Z

Ha cosx = 0, akkor sinx = 1. v = § +2k7, k€ Z. O

6. feladat (K6MaL B.3933., Palfi Andras)

Az a, sorozatot a kévetkezOképpen értelmezzik: ay = 1, agpyy + ap, = 1, agp = ay.
Mennyi (12006?

Tajta Sdra megolddsa. A defindld egyenletekre (1) és (2) megnevezéssel fogunk hivatkozni. A
sorozat minden elemének az értéke 0 vagy 1 lesz, mivel a paros indexii elemeket (2) segitségével,
a paratlan indexti elemeket pedig (1) segitségével lehet el6allitani, és a; = 1.

Tovabba észrevehetjik, hogy kettes szamrendszerben nézve az elemek indexét, (2) nem val-
toztat azon, hogy paros vagy paratlan db 1l-es van az indexben, mint ahogy az elem értékét
sem valtoztatja, mig (1)-nél valtozik az index kettes szamrendszerbeli alakjaban az 1-esek da-
rabszamanak a paritasa, ahogyan a kiilonb6z6 paritast indexhez kiilonboz6 érték is tartozik.

Ebbol kovetkezik, hogy ahol az index kettes szamrendszerbeli alakjaban paratlan db 1-es
van, ott az elem értéke 1 (mivel a; = 1), ahol viszont az index kettes szamrendszerbeli alakjaban
paros db 1-es szerepel, ott az elem értéke 0.

2006-nak a kettes szamrendszerbeli alakja a kovetkezo: 11111010110, amelyben 8 db 1-es
van. Tehat asges = O. O
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3. Nem tiinik algebranak

Két olyan feladat kovetkezik, amelyek kombinatorikus kérdésfeltevése nem feltétleniil arulja
el, hogy érdekes algebrai fogalmakat mozgatnak: az el6bbi permutacio-csoportok generalasarél
sz6l, az utobbi a primrendi test feletti polinomok megértését igényli.

7. feladat (Kocsis Péter sajat kitalalasu feladata)

Ha a pakliban a kartyak sorrendje aq, as, as, ..., as, volt, akkor emelhetiink gy, hogy a
kartyadk sorrendje a;, a;i1, ..., a0, a1, ...,a;_1 legyen.

Ha a pakliban a kartyak sorrendje aq, as, as, . . ., as, volt, akkor , 6sszeporgethetiink” gy,
hogy a kartyak sorrendje ay, a,y1,ao, Gpio, ..., Gy, Gy, legyen.

Hanyféleképpen tudjuk megkeverni a paklit, tetszolegesen sok keverési 1épésbol?

Védréos Daniel megolddsa. Jeloljik az Osszeporgetést P-vel, az emelést i = 2 esetén FE-vel,
altaldnosan pedig ennek ismételgetéseként E~1-gyel. Tovdbb4 legyen a helyben hagyés I.
Legyen F' egy elvégezheto keverés. Legyen az F-beli ciklusok hosszanak legkisebb ko6zos
tobbszorose m. Ekkor F™ = I, mivel m minden ciklushossz tobbszorose. Emiatt F™ 1 = F~1.
Vagyis F' inverze elvégezheto.
Az els6 két elem felcserélheto az alabbi keveréssorozattal:

Pil — a1,03,05,...,02,-1,02,0A4, ...,09,_2, A2y,
E—>ag,a5,a7,...,ag,a4,a6,...,a2n,a1
P— as, aq,as, ..., adan—2, Aoy, A9, A1

E72 — Q9,01,03, 04,05, . ..,02,—-9, A2y,

Jelolje ezt a keverést S.
A pakliban tetsz6leges két szomszédos kartya (a; és a;41) felcserélheté az alabbi keverésso-

rozattal:
E7N S BT

Ennek a 1épésnek a tobbszori alkalmazasaval pedig tetszéleges keverés elérheto, vagyis mind a
(2n)!-féle lehetséges allas elérhetd. O



Fazekas Matektabor 2025. szept. 29. — okt. 3.

8. feladat (Kvant M.2757. speciilis esete, Szakacs Abel)

Legyen p egy prim. Legyenek ag,ai,...,a,—1 egész szamok egy koron. Egy lépésben azt
csinaljuk, hogy kivalasztunk egy k egész szamot, és minden a;-t kicseréliink a; — a;p-ra
(az indexek modulo p értendék). Hatarozzuk meg a legkisebb m-et, amelyre m 1épés utan
mindig csak p-vel oszthaté szamok lesznek a koron.

Hollé Martin megolddsa. Azt fogjuk megmutatni, hogy m = p.
Koénnyen lathaté, hogy m > p, hisz ha ay = 1, és minden mas szam 0, és mi mindig a k-t
1-nek vélasztjuk, akkor indukciéval trividlis, hogy 7 1épés utan csak az utolso i szam értéke
valtozhatott meg, tehat ahhoz hogy ag az oszthato legyen p-vel legalabb p 1épés kell.

Lagrange-interpolaciéval vegytink egy olyan legfeljebb p — 1 foku fo(x) polinomot, amelyre
fo(i) = @; minden @ = 0,1,...,p — 1 esetén. A Lagrange-interpoldcié tulajdobsigai miatt az
egyltthatok raciondlis szamok és a nevez6k nem oszthaték p-vel, hiszen (p — 1)! nem oszt-
haté p-vel. Igy minden nevezének van olyan tobbszorése, amely 1 maradékot ad p-vel oszt-
va. Ezekkel felszorozva az f, polinomot egy egész egyiitthatés f polinomot kapunk, amelyre
£(i) = a; (mod p).

lgy mod p nézve f(z) és f(x + p) egyenld, tehdt mod p mi valéjaban egy lépésben azt
csinaljuk, hogy f(z)-et lecseréljiik az f(x)— f(x+k)-ra (ahol k az altalunk vélasztott konstans).
fgy a kapott polinom fokszama kisebb lesz, mint az eredetié. Tehat p— 1 lépésen beliil konstans
polinomot kapunk, és még 1 lépés mulva pedig a konstans 0 polinomot kapjuk mod p. O

Németh Mdrton megoldadsa, lejegyezte Hollo Martin. Legyen
P(z) = ap + a1z + agx® + ...+ ap,lxp’l.

Ekkor ha az egyiitthatokat és a kitevoket is mod p nézziik akkor egy 1épésben valojaban az
torténik, hogy a jelenlegi polinomunkat megszorozzuk (1 — z?~*%)-nal. Es ekkor valamennyi
lépés utan az i. helyen 1évo szamunkat gy kaphatjuk meg, hogy a polinomnak csak azoknak a
monomjait vessziik, ahol a kitevé ¢ maradékot ad p-vel osztva, és ezek egytitthatoit osszeadjuk.
Azt is feltehetjiik, hogy 0 < k < p—1, és igy (1 —2P~%)-bél a az 1 — x kiemelhetd, és igy p 1épés
utédn a polinombédl az (1 — x)P kiemelhetd, ahol az egytitthatékat és a kitevéket mod p nézve
ez a nullpolinom. Az trivialis hogy ezeket mod p nézve a nullpolinomot barmivel megszorozva
a nullpolinomot kapjuk, vagyis belattuk, hogy p 1épés milva minden szam oszthaté p-vel. [
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4. Komplex soxogek

Két olyan feladat feladat kovetkezik, amely egyel6 szogli sokszogekrol, avagy igazabol komplex
egységgyokokrol szol.

e D

9. feladat (7, Ta Minh Khoa)

Bizonyitsd be, hogy létezik olyan 2022-sz6g, amelynek az 0sszes belsé szoge ugyanakkora
és oldalainak hossza 12, 22, 32,...,20222 valamilyen permutdcidja.

Megoldds Sardinecz Dora vdazlata alapjin. Van ilyen 2022-sz6g. Olyan sokszoget konstrudlunk,
amelyben a 12,22; 32, 42: 52,6%; ...; 20212, 20222 parok egy-egy szemkozti oldalpar hosszai, és
minden kiilsé szoge 27 /2022 (radidnban), azaz megegyezik a szabalyos 2022-sz6g kiils6 szogével.
Roviditsiik meg mindegyik szemkozti oldalpar mindkét tagjat a par rovidebb tagjanak hossza-
val. Igy a feladatot visszavezethetjiik egy olyan specidlis 2022-szog konstrukeiéjara, amelyben az
oldalainak fele 0 hosszi, mig egy-egy 0 hosszii oldallal szemkozt egy-egy (2k)*—(2k—1)% = 4k—1
hosszu oldal all, ahol £k = 1,2,...,1011. Ebben a specidlis 2022-sz6gben is igaz, hogy, hogy
minden kiilsé szoge 27/2022, de persze egy-egy 0 hosszu oldal végeinél levé kiilsé szogek ko-
z0s csucesal jelennek meg. Olyan specidlis 2022-szoget fogunk konstrualni, amelyben a 0 és
a pozitiv hosszisdgi oldalak felvaltva kovetkeznek. Igy minden 0 hosszt oldal végén két db
27/2022 nagységu kiils6 szog all 6ssze 1 db 27/1011 nagysagu kiilsé szoggé. Azaz a 0 hosszi-
sagu oldalakat nem tekintve, éppen egy olyan 1011-sz6g marad, amelynek minden kiils6 szoge
27 /1011 (a szabalyos 1011-sz0g kiilsé szoge), mig oldalai 3,7,11,...,4k—1, ..., 4043 valamilyen
sorrendben.

Ismert, hogy egy ilyen sokszég konstrukcidja ekvivalens azzal, hogy a 3,7,11,...,4043
1011

szamoknak egy olyan aj,as,...,a1011 permutaciéjat megadjuk, amelyben Z a;w' = 0, ahol
i=1

= ¥/101 azaz a legkisebb pozitiv argumentumi 1011-edik komplex egységgyok.

w

Elegendé tehat egy ilyen permutaciét megadnunk. Mivel 1011 = 3 - 337, ezért barmely k-ra
Wk 4 WFF33T 1 WRF6T4 = () (egy szabdlyos haromszog harom oldala). Ezt felhasznalva frjuk fel az
alabbiakat (az els6 sor a z definicidja).

o= 300 4 7w 4 110574 = 4337 4 8674
w2z = 15w + 19w338 4 23w = 40338 + 8w
Wz = 27w? + 31w + 35w870 = 4033 + 8,676

w3z = 4035w30 4 4039w + 4043w = 40573 4 81010

Ezek 6sszege
zw+ W+ w4+ w0 =0

(hiszen w,w?, ..., w0 egy szabdlyos 336-sz0g oldalai), tehat az egyenletrendszerbdl egy alkal-
mas ai, as, . .., 01011 permutacio olvashato ki. O

11
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10. feladat (Putnam 2008/A5, Sardinecz Déra)

Legyen n > 3 egy egész. Legyen f(x) és g(x) két valés egyiitthatos polinom gy, hogy a
koordinatarendszer

(F(1);9(1)), (£(2);9(2)), - - -, (f(n); g(n))
pontjai egy szabalyos n-szog egymast koveto cstuicsai pozitiv kortljaras szerint.
Bizonyitsuk be, hogy f(x) vagy g(z) foka legalabb n — 1.

Szakdcs Abel megolddsa. A valés kétdimenzi6s koordingtarendszer helyett tekintsiik a komplex
stkot: az f(1) + g(1)i, f(2) + g(2)i, ..., f(n) + g(n)i komplex szdmok egy szabdlyos n-szoget
alkotnak, a feladat allitdsa pedig ekvivalens azzal, hogy f(z) + g(z)i foka legalabb n — 1.
Legyen € = et az els6 n-edik egységgyok. Legyen z; a szabalyos n-szog kozéppontja, és legyen
zo = f(1) + g(1)i — 21, ekkor f(k) + g(k)i = 21 + €* 'z k = 1,2,... ,n-re. Az egyszeriiség

kedvéért tekintsiik a _
- L@+ ol + i =2

zZ9

polinomot (ennek a foka megegyezik f(x)+g(x)i fokdval), ekkor h(k) = €* k =0,1,...,n—1-re.

Tegyiik fel indirekten, hogy h foka legfeljebb n—2. Ekkor ha felirjuk a Lagrange interpolaciot
h-ra a 0,1,...,n — 1 helyeken, akkor 2" ! egyiitthat6ja 0 kéne, hogy legyen, beldtjuk, hogy
nem 0.

SIS o (1) =1
kz:: H =25 F—1) Z ( k >_(n—1)!

- (n— n—l
£

S,
x> O

€ # 1, igy ez nem 0, ezt akartuk belatni. m
Sdrdinecz Ddra megolddsa, leirta Szakdcs Abel. Az els6 megoldashoz hasonléan legyen

W) = f(:17+1)%—g(:zH—l)i—zl7

zZ9

azt akarjuk belatni, hogy ennek a foka legalabb n — 1.

Tekintstk a p(x) = h(z + 1) — eh(x) polinomot, ennek a foka megegyezik h fokaval, mert a
féegyiitthatéja (1 — €)-szorosa lesz h féegyiitthatéjanak. Vegyiik észre, hogy k =0,1,...,n—2-
re p(k) = et — ee® = 0, igy p-nek van legalabb n — 1 gydke (és nem konstans 0, mert h se),
tehat a foka legalabb n — 1, ezt akartuk belatni. O]
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5. Szamelméleti vegyesfelvagott

11. feladat (IMO Shortlist, Chen JiaTong)

Legyenek ny,ns, ng, ..., ng természetes szamok (k > 2), amelyekre teljesiil, hogy
ng | 2" —1, ng|2™ -1, ..., mnp|2™ 1 =1, ng|2™ —1.
BBH: ny=nys=n3=...=n;, = 1.

Czirjak Mdrton megoldasa. Vegyiik észre hogy ha az egyik szam 1 akkor az Osszes tobbi is,
mivel 2! — 1 = 1, aminek csak az 1 az osztéja. (Igy y,korbemenve” tényleg mindegyik 1 kell
hogy legyen.)
Emellett vegytik észre hogy minden n; szam pératlan, mivel egyik szdm sem lehet paros,
hiszen barmely j természetes szdmra 2/ — 1 paratlan, igy nem lehet oszthaté egy paros szammal.
Most tegyiik fel, hogy Vi n; # 1. Ekkor legyen az Hle n; szam legkisebb primosztéja p;.
Tegyiik fel hogy p; | n;. Ha tobb ilyen i van akkor valasztunk egyet. Most vegyiik észre hogy

2" =1=0(n) = 2"'=1=0(p) = ni1 =0 (ordy (2)).

Itt ¢ és ¢ — 1 modulo k értends. (Ahol a kivilasztott maradékrendszer az {1,2,...,k}) A kis
Fermat-tétel miatt ord,, (2) | p; — 1, és ebbdl ord,, (2) < p; — 1, tehat n,_;-nek van olyan
primosztéja ami osztja, igy kisebb egyenlé mint ord,, (2) < p; — 1 < p;. (Itt a kis Fermat-
tételhez fontos hogy p; # 2, mivel az n szamok pératlanok.) Ez ellentmondéas, mivel igy nem
p; a legkisebb primoszt6é ami eléfordul. Ez azt jelenti, hogy csak akkor lehet a feladat allitasa
igaz, ha nincs legkisebb primtényez6, vagyis ny = ny = n3 = ... = np = 1. Ezt akartuk
bizonyitani.(Az ny = ny = ng = ... = ny = 1 esetben tényleg teljesiil a feladat allitésa.) O

12. feladat (Kiirschak 1990/1, Lakner Hanna)

Legyen p paratlan primszam, n pedig pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy pn?-nek legfel-
jebb egy olyan d pozitiv osztéja van, amelyikre d + n? négyzetszam.

Megoldds (leirta: Sohdr Bernadett). A feladat olyan k és m olyan egész szamokat keres (adott

n és p mellett), amelyekre pn? = dk és d + n> = m? Tekintsiink egy ilyen (d,k, m,n,p)

szamotost. Ezekre persze:
(p+ k)n* = kd + kn® = km?

Legyen n és m legnagyobb ko6zos osztéja dy. Ekkor n = dyng és m = domg ahol ng és my relativ
primek. A fenti egyenletet dy-lal egyszertusitve:

(p + k)ng = kmj.

Tehat ng | km2, azaz mivel ng és my relativ primek: n2 | k. Igy van olyan ko egész, amelyre
k = n2ko. Ezt behelyettesitve és egyszertisitve p + kon = kom3, atrendezve:

p = ko(mi —nl) = ko(mo — no) (Mg + np).

13
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Mivel p prim, a jobb oldalon 1év6 egyik tényez6 értéke p, a masik kettoé 1.
Mivel mg 4+ ng > mgy — ng, ezért csak igy lehet:

mo+mng=p, ko=mg—ng=1

Ebbdl mg = %(p +1), ng = %(p — 1). Ha tehat p és n értéke adott, akkor ng és my és ezekbél
kovetekzen dy = n/ny, ill. m = dymy, végiil d = m? —n? értéke is egyértelmiien meghatarozott.
Tehdt d egyértelmt p és n ismeretében. Megfeleld d csak akkor létezik, ha $(p — 1) | n. O

13. feladat (K6MaL B.4655., Holl6 Martin)

2

. .

k
Megoldhaté-e a pozitiv egész szamparok halmazan a 2012201° = (n) + <2> egyenlet?

Ta Minh Khoa megolddsa. Négyzetszamokkal egyszeriibb dolgozni mint haromszogszamokkal,
mert tobbet tudunk réluk. Ha eleget mdkoljuk' az egyenletet, akkor a jobb oldalt két teljes
négyzet Osszegévé alakithatjuk. Ehhez szorozzuk fel 8-cal az egyenletet és adjunk hozza 2-t.
Ezutan ezt kapjuk:

nn—1) k(k—1)
2 T /-8

8- 20122 = 4n? — 4n + 4k* — 4k /+2
8:2012°" +2 =4n® —dn+ 1 +4k*> — 4k + 1
820122 + 2 = (2n — 1)* + (2k — 1)*.

201220 =

Ha egy szam két négyzetszam osszege, akkor minden 4k + 3 alakd primtényezdje paros kitevén
van. Ez az allitas egyszertien levezetheté a kétnégyzetszam-tételbél. (Egy megjegyzésben alabb
err6l frunk még.) A kis Fermat-tétel szerint 3° = 1 (mod 7), azaz

20122 =32 =3° =5 (mod 7)
amibdl
8:2012°"% +2=8.5+2=42=0 (mod 7)

azaz 8-2012295 4.2 oszthaté 7-tel. Ezért 49-cel is oszthaténak kell lennie ahhoz, hogy elé4llhasson
két négyzetszam Osszegeként. Az Euler-Fermat-tételt hasznalva (¢(49) = 42):

8201221 +2=8.3"" 1 2=8.3" +2 (mod 49)

Mivel p(49) = 42, ezért 3*! éppen a 3 inverze mod 49. Szdmitsuk ezt ki — szerencsére itt nem
lesz olyan nehéz dolgunk, mivel 49 = 3 -16 4+ 1. Szoval,

3:-164+1=0 (mod 49)
—3-16=1 (mod 49)
3-(—=16) =1 (mod 49)

37'=-16 =33 (mod 49)

L MOKOL: szuszogua, lustdn végez valamit. »Mit mokdsz étten? Iparkodj!«” forras: Kiss Géza: Az ormansigi
nyelvjarasbél In: Acta litterarum ac scientiarum Regiae Universitatis Francisco-Josephinae : sectio philologico-
historica 6. (1934) 287. oldal https://acta.bibl.u-szeged.hu/10522/

14


https://www.gyakorikerdesek.hu/egyeb-kerdesek__egyeb-kerdesek__7729161-mit-jelent-az-hogy-mokolas-mokolni-valamit
https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_theorem_on_sums_of_two_squares
https://acta.bibl.u-szeged.hu/10522/

Fazekas Matektabor 2025. szept. 29. — okt. 3.

Behelyettesitve:
8:334+2=266=19#0 (mod 49)

Mivel 8 - 20122015 4+ 2 primtényezds felbontédsaban a 7 paratlan kitevén van, ezért nem lehet két
négyzetszam oOsszege.

Megjegyzés. Honnan tudjuk, hogy ha egy szam két négyzetszam Osszege, akkor minden 4k + 3
alakt primtényezdje paros kitevon van? Idézziik fel a bizonyitas legérdekesebb részét.
Legyen p = 4k + 3, p | n és a®> + b? = n, ekkor

a®> +b* =0 (mod p) = a* = —b* (mod p).

Tegyiik fel, hogy p [ b és osszunk le b*-tel. (ab™!)? = —1 (mod p), de —1 az nem kvadratikus
maradék 4k + 3 primek esetén. (Létezik b~', mivel Inko(b,p)=1.) Tehat p | b és ugyanigy
levezethetd, hogy p | a = p* | a®* + b* = n. O
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6. Geometriai finomfozelék

14. feladat (Czirjak Marton sajat kitalalast feladata)

Hatarozzuk meg az 0sszes olyan paralelogrammat, amely hasonl6 az oldalfelezé pontjaibol

alkotott paralelogrammahoz.

Hugter Balint megolddsa. Tekintstiink egy ABC'D paralelogrammat, melynek oldalfelez6pontjai
E,F G, H az dbra szerint. Hasznaljuk tovabba a kovetkezd jeloléseket:

AB=DC =a, BO=AD=b, EF=HG=e¢, FG=EH = f, BAD< =, EHG< = ¢.

Az altalanosséag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy a > bés o < 90° (és igy persze C BA<( =
180° — a > 90°). Ilyenkor persze e > f, hiszen AEH és EBF haromszogekben felirva a
Pitagorasz-egyenlétlenségeket (koszinusz-tételeket):

e’ > (a/2)" + (b/2)* > f*

Az is belathatd, hogy ¢ < 90°. Hiszen H E'F haromszogben a HF oldalra, mig GH E harom-
szogben a GFE oldalra felirva a koszinusztételt:

a> = e+ fP+2efcosp
V¥ = e+ f2—2efcosy
Tehat ha a? > b%, akkor cosp > 0, azaz ¢ < 90°.

Az eddigi megallapitasaink figyelembevételével ABC' D és az EF'G H paralelogrammak akkor
és csak akkor lesznek hasonlok, ha

. .o a/ 6 ’
egyszerre teljesiil, hogy 7= 7 és a = .

f

16
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Az % - £ mashogy rendezve a2 A, ahol A a hasonlésag aranya.
e

A kozépvonalak ismert tulajdonsidgai miatt AC' = 2e és BD = 2f. Az ABC D-re felirva a
paralelogramma-tételt:
(2e)? + (2f)* = 2a* + 27,
azaz
26+ 1) = @ + 1P = () + (M) = (e + )

tehat A = v/2. Tehdt % - ;

akkor a fenti paralelogramma-tétel miatt b = 2f? (azaz b = /2f) is automatikusan teljesiil.
Vessiik most 0ssze az ABD és a HGE haromszogek oldalait:

AB=a AD=b BD=2f
HG=e¢ HE=f GE=b

b 2
A fentiek szerint, ha % ¢ fennall, akkor a_ ? = bf = /2, tehdt ABDA ~ HGEN, és igy
e
a = ¢, ami éppen a két paralelogramma hasonlé voltanak masik sziikséges feltétele.
Osszefoglalva: azt kaptuk, hogy a két paralelogramma hasonléséga ekvivalens az a = v/2e
egyenldséggel, ami tigy is fogalmazhaté (mivel AD = 2e = v/2(v/2e) = v/2a), hogy a keresett

paralelogrammak pontosan azok, amelyek egy 4tléjanak hossza pontosan v/2-szerese

—> a = /2¢, de ennek a megforditésa is igaz, mivel ha a? = 2¢?,

valamelyik oldaluk hosszanak.
I[lyen paralelogrammaét lehet szerkeszteni példaul a kévetkezé mddon.

Vegyiik fel az ABCy D, négyzetet. Valasszunk az A kozépponti, ACy = v/2- AB sugart koriven
tetszélegesen (az AB egyenesen kiviil) egy C' pontot. Ha AC felez6pontja K, és B tiikorképe
K-ra D, akkor ABCD egy a feladat feltételeit teljesité paralelogramma lesz.

17


https://hu.wikipedia.org/wiki/Paralelogrammaazonoss%C3%A1g

Fazekas Matektabor 2025. szept. 29. — okt. 3.

Meggondolhato, hogy az igy kapott D pontok mértani helye egy olyan kor, amelynek ko-
zéppontja az a B’ pont, amelyet B pont A-ra vald tiikkrozésével kaphatunk. Lathaté, hogy a
paralelogramma nyilasszoge tetszoleges hegyesszog lehet. O]

15. feladat (?“, Prohaszka Bulcst)

aA feladatot egy MEMO-felkészité foglalkozason hallotta P.B. Bén-Szabé Arontél

Az ABC haromszogben az AH magassag felezi a BM silyvonalat.
Bizonyitsuk be, hogy az ABM haromszog silyvonalai egy derékszogli haromszog oldalai.

Sha Jingyuan megoldasa. Legyen AB felez6pontja N, AM felez6pontja X, M C' felez6ponja Y,
ABM sulyponja S, AH N BM = P.

A kozépvonal ismert tulajdonsagai szerint BQC = NM = PY és BC || NM || PY, vagyis
ASM derékszogl és APY is derékszoglit haromszogek.

Az ASM haromszogben a Thalész-tétel megforditdsa miatt XS = X M. Tehat XSM< =
XMS<, az NM || BC parhuzamossig miatt X BC< = XCB<, azaz BX = XC =CY.

Tehat PAY egy olyan derékszogli haromszog, melynek oldalai paronként megegyeznek
ABM sulyvonalaival (AP kozos oldal, PY = NM, YA = BX). O

16. feladat (?, Bui Nikolett)

Legyen ABCDEF egy konvex hatszog, amelyre A< = C< = E< és B« = D« = F<,
tovabba az A<, C'«, és E< szogek (belsd) szogfelez6i egy ponton mennek at.
Bizonyitsd be, hogy a B<, D< és F< szogek (bels) szogfelezbi szintén egy ponton
mennek at.

18
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17. feladat (Sha Jingyuan sajat feladata)

Legyen ABC haromszog és egy P pont a sikon. Legyen AP N BC =D, BPNAC = F,
CPNAB = F. Legyen BC felez6pontja M. EF egyenes messe ABC koril irt korét
G, H pontokban. Bizonyitsuk be, hogy G, H, D, M egy korre esnek.

A Quadrumuiratus csapat megolddsa (leirta Lakner Hanna). Legyen BC N GH = R. Az R
kozépponti, az ABC korre merétleges korre invertalok, azaz az ABC koér a helyén marad.
Emiatt a G és H pontok helyet cserélnek, és a B és C' pontok is.

Tekintstiik a BC'DR harmonikus pontnégyest. Mivel az inverzié kettosviszonytartd ezért
tudjuk, hogy az inverzié utdn is harmonikus pontnégyest fognak alkotni.

Az R kozéppontu korre vald inverzié miatt R a végtelen tavoli pontba megy, mint azt az
el6bb megallapitottuk B és C' pontok helyet cserélnek, igy a harmonikus pontnégyes megtartasa
miatt a D az M pontba megy.

Ezutan nézzik az RD - RM és RH - RG szorzatokat. Felhasznalva a inverzid definicidjat és
az elébb megallapitottakat, kideriil, hogy mindkét szorzat értéke r2. Azaz, mivel R-bdl ugyanaz
a hatvdnya a két szorzatnak, ezért a négy pont (G, H, D, M) egy koron vannak. O
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7. Kombinatorikus desszertek

18. feladat (Folklér, Juhdsz-Molnir Mirké)

Auténkkal egy kor alaka autopalyan kell korbehaladnunk. A palya mentén bizonyos
helyeken benzinkutak vannak, az ezekben talalhato 6sszes iizemanyag két kor megtételére
elég. Tgazoljuk, hogy a benzinkutak koziil kivalaszthato legalabb egy, amelytdl barmelyik
irdnyba elindulva oda visszajuthatunk.

Veres Dorottya megolddsa. Teljes indukciéval fogjuk bizonyitani az allitast.

Ha minden kutbdl el tudunk jutni a 2 mellette 1év6be, akkor biztosan lesz j6 kut, mindegyik
az.

Ha van olyan kut, X, amib6l nem tudunk eljutni a vele szomszédosba, Y, akkor az azt
jelenti, az XY tavolsag nagyobb, mint amennyire elég benzin az X katban van. Legyen a Z
pont az, ameddig el tudunk jutni az X katbél Y felé az ott 1évé benzinnel. A kor hosszabdl
vegytk el az X7 szakaszt és csokkentstik n-nel (ennyi tizemanyag van X-ben) az tizemanyag
mennyiséget az X és Y pontokban, igy X-ben pont 0 benzin lesz, Y-ban n-nel kevesebb.

gy most eggyel kevesebb benzinkit van egy kisebb korén, mint az elébb. Ha az elébb elég
volt két teljes korre az Osszes lizemanyag, akkor a kisebb korben is elég, hiszen az eltavolitott
szakasz dupldjaval lett kevesebb lizemanyag.

Ebben a kisebb korben mar kell, hogy legyen egy j6 benzinkut, mutassuk meg, hogy ez a
nagyobb koérben is jo kit lesz. A kisebb korben meg tudta tenni az XY tavolsagot tgy, hogy X-
ben nem volt lizemanyag, akkor a nagyobb korben is meg tudja tenni, hiszen pont annyival lett
hosszabb az 1t, mint amennyi tizemanyaggal tobb lett X-ben. A masik irdnyba pedig az Y X
tavolsagot ugyanigy meg tudja tenni, mert Y-ban is annyival lett tobb iizemanyag, amennyivel
a szakasz nott.

Tehat k benzinkutra van jo benzinkut, ha k — 1 re volt, tehat ha egy benzinkutra volt ilyen,
akkor k-ra is lesz. Egyre pedig az az egy benzinkit jé lesz. O]

19. feladat (?, Dulacska Daniel)

A négyzetrdcson amdbinak nevezziik mezéknek egy véges egybefliggd halmazit (azaz
nincs olyan mezé, amely teljesen izoldlt lenne). A négyzetracs minden mez6jébe beleir-
tunk egy valds szamot. Jeloljon A; és A két amobat. Tudjuk, hogy barhogyan is toljuk
el Aj-et, a benne 1év6 szamoknak az Osszege mindig pozitiv. Bizonyitsuk be, hogy As-
nek is van olyan eltoltja, melyben a szamok 6sszege pozitiv. (Csak egész koordinatédju
eltolasokat vizsgalunk, azaz ahol mez6 mez6be kertil.)

Santa Gergely megolddsa. Indirekt bizonyitas: tegyiik fel, hogy nincs As-nek olyan eltoltja,
amelyben a szamok 6sszege pozitiv, azaz As minden eltoltjaban a szamok Osszege negativ vagy
nulla.

Az alapdtlet, hogy vegyiink egy olyan véges alakzatot, amely lefedheté A; és Ay amdbaval
is. Ekkor ezen beliil 6sszeadhatjuk a szamokat kétféle médon: az A;-es lefedés szerint minden
Aj-es részben a szamok Osszege pozitiv, tehat a teljes alakzaton belil is pozitiv. Azonban ha
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az As-es lefedés szerint adjuk 6ssze, minden kisebb As-es részben a szamok Osszege legfeljebb
nulla, tehat a teljes egészben is. Ez ellentmondashoz vezet, ezzel megoldva a feladatot. Most
keressiink megfelel6 alakzatot!

Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitasban sehol nem haszndltuk ki a valasztott alakzat mi-
lyenségét, igy tovabbi konnyitéseket tehetiink: megengedjiik, hogy egy-egy mezdét tobbszor is
kivélasszunk (de ekkor azt ugyanannyiszor kell lefedniink A; és Ay amébékkal).

Legyen az alakzatunk a kovetkezo: Vegyiink annyi A; amébat, ahdny mezobdl all Ay és
toljuk el ,, A, alakban”, ez gy Osszesen |Aq|-|As| kivalasztott mez6. Ezutdn hasonléan vegytink
annyi A, amébat, ahany mez6bol a1l A és toljuk el Ay alakban. Ez szintén |A;|-|A,| kivalasztott
mez6. (Egy mezét valészinileg tobbszor is kivalasztunk, ilyenkor azt a megfeleléen sokszor
szamoltuk bele.) Meggondolhat6, hogy az igy kapott két alakzat egybevigd lesz.

Mas iranybdl is megkozelitheté ugyanez az alakzat: Legyen X; és X, két pozitiv szam-
parokbdl allé halmaz, amely az A; és Ay amobak mezoinek koordindtaparjait tartalmazza.
Képezzitk az X; és X halmazok kereszt-szorzatat (Descartes-szorzatat, ekkor elemparokat
készitlink, amelyben az els6 halmaz minden eleméhez hozzaparositjuk a masodik halmaz mind-
egyik elemét), majd az igy kapott parokban adjuk Ossze a megfelelé koordinatékat, ezédltal
ismét koordinatapdrokat kapva. Ezek lesznek a kivalasztott mez6k (A;OA, darab). Ekkor
konnyebben lathato a kétféle lefedés teljestilése.

Példa. Legyen az A; és A, alakzatunk a koévetkezo. Ekkor a végsd alakzatok a 2. abran
lathatoak.

I

Al A2

A halmazok:

X = {00540 15 {113} s Xo = {015 {1;05 {15 1};{2; 1}}
A miivelet utan:

XiAXy = {{0; 1} {1; 0} {11} {2; 1}
{0523 {15135 {15 2}; {2; 2}
{525 {213{2:2); {323}
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20. feladat (Kiirschiak 1989/3., Santa Gergely)

A koordinatarendszer egy tetszoleges pontjabdl egy 1épésben vagy az abszcisszaja két-
szeresével mehetiink fel vagy lefelé, vagy pedig az ordinatdja kétszeresével jobbra vagy
balra. Egyik 1épés utan sem szabad azonnal visszalépni. Bizonyitsuk be, hogy ha az
(1; \/5) pontbdl indulunk, akkor oda véges sok lépésben nem tudunk visszajutni.

Y
~(a, b+ 2a)
(@=2,b) | @b (a+2b b)
(0,0) i(a, b— 2a) !

Megoldas, lejeqyezte Duldcska Daniel. Eloszor is lassuk be, hogy ha a és b aranya kezdetben
irracionalis, akkor utana sosem lehet racionalis, mert ha egy 1épés utan az lenne, akkor onnan
mar csak raciondlis aranytd pontokra lehetne 1épni, pedig az el6z6 ttvonalon visszafelé haladva
irracionalis pontra kéne érniink, ami ellentmondas. Ebbol az kovetkezik, hogy a és b sosem
lehet egyenld, vagy 0.

Most feltehetjiik, hogy 0 < a és 0 < b, mert a negativitds nem szamit a lépéseknél. Ekkor
vegyiik észre, hogy pontosan egy olyan lépésiink van, amellyel kozelithetiink az origbhoz, mig
minden mas lépéssel tavolodunk.

o Ha a > b, akkor (a — 2b, b)-re kell 1épni, mert |a — 2b| < a.
o Ha a < b, akkor (a, b— 2a)-ra kell lépni, mert |b — 2a| < b.

A t6bbi 1épés soran mindig tavolodunk, hiszen az egyik koordinata nem valtozik, mig a masik
abszolut értéke no.

Most tegyiik fel indirekt médon, hogy véges sok 1épésben vissza lehet jutni az (1, v/2) pontba.
Ekkor keressiik meg azt a pontot, ahol az origbtél a tavolsag a legnagyobb (t6bb pont esetén
tetszbleges jo lesz). Ha ez a pont az (1,1/2), akkor az ttvonalnak az elsé 1épése és az utolsé
1épése azonos (csak ellentétes irdnyban), mert elvileg minden pont kozelebb van az origdhoz, és
az az egyetlen 1épés teljesiti ezt a feltételt. Ilyenkor vizsgaljuk az utat enélkiil a két 1épés nélkiil
(azaz ezen a részhalmazon keressiik az origotol vald uj legtdvolabbi pontot). Ha az ut elfogy
azel6tt, hogy talalnank megfelel6 pontot, az azt jelenti, hogy a k6zépso 1épésnél megfordultunk,
azaz a megoldds nem helyes. Igy feltételezhetjiik, hogy lesz ilyen pont. Ekkor ebbe a pontba
létezne két olyan lépés is, amellyel az origd felé kozelitiink, hiszen az egyiken odafelé mentiink,
a masikon pedig visszafelé, és ez a két it nem azonos. De ez nem lehetséges.

Mivel ellentmondasba ttkoztlink, igy az eredeti feltevésiinknek hamisnak kell lennie, azaz
nem lehet visszajutni véges sok lépésben. O]
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21. feladat (EGMO 2013/6, Hordk Zséfia)

Hofehérke és a hét torpe erddbeli hazukban élnek. 16 egymést kovetd nap mindegyi-
kén minden térpe eldontotte, hogy aznap a gyémantbanyaban dolgozzon, vagy bogyodkat
gyljtson az erd6ben. Barmely két (nem feltétleniil egymést kévets) napon legalabb ha-
rom torpe mindegyike mindkét munkat végezte. Tovabba az els6é napon mind a hét térpe
a gyémantbanyaban dolgozott. Bizonyitsuk be, hogy a 16 nap valamelyikén mind a hét

torpe bogyokat gytjtott.

Kocsis Péter megolddsa. Kodoljuk a napokat 7 tagi 0-1 sorozatokkal, aszerint, hogy az adott
torpe banyaba ment-e (0), vagy bogyét szedett (1). Az elsé nap tehat a 0000000 kédot viseli.
Osszesen 27 = 128 kiilénbozé kod 16tezik, és barmely két kod kozott legalabb 3 karakter eltérés
van. Rendeljiik minden naphoz azokat a kédokat, amelyek legfeljebb 1 karakterben térnek el
tole. Ekkor egy kdédot nem rendelhetiink két kiilonb6z6 naphoz, hiszen akkor lenne két olyan
nap, amelyek legfeljebb két karakterben kiilonboznének. Ugyanakkor minden kédot hozzaren-
deltiink valamelyik naphoz, mivel egy naphoz pontosan 8 kéd tartozik (az eredeti kéd és a téle
1 karakterben eltéré 7 darab). Mivel 128/8 = 16, ezért minden kédot pontosan egy naphoz
rendeltiik hozza.

Ha az els6 nap a 0000000, akkor azokhoz a koédokhoz, amelyek pontosan 2 darab 1-est
tartalmaznak, csak olyan napot tudunk hozzarendelni, amelyben 3 darab 1 van, hiszen ha
kevesebb lenne, akkor csak 2 karakterben térne el a 0000000-t6l. Osszesen (;) = 21 olyan kod
van, amelyben 2 darab 1 szerepel. Egy 3 darab 1-est tartalmaz6 naphoz pontosan 3 ilyen kodot
rendeliink, ezért 21/3 = 7. Osszesen 7 olyan nap lesz, amikor 3 térpe szedett bogyét.
3) = 35 olyan kéd van, amelyben 3 darab 1 szerepel. Ebbdl 7-et mar hozzaren-
deltiink a fenti 7 naphoz, igy 35 — 7 = 28 kod maradt. A maradék 28 kodot csak 4 darab 1-est
tartalmazé napokhoz rendelhetjiik, mégpedig tigy, hogy minden ilyen naphoz pontosan 4 kéd

OSSZGSGH (7

tartozik. Ezért 28/4 = 7. Osszesen 7 olyan nap lesz, amikor 4 torpe szedett bogyét.
A kimaradt egyetlen naphoz az 6sszes 6 darab 1-est tartalmazé kddot kell hozzarendelntink,
amit csak az a nap teljesithet, amelyben mind a 7 torpe bogyot szedett. Fzzel bizonyitottuk a
feladat allitéasat.
Tehat ha rogzitjilkk az els6 napot, az meghatarozza, hogy hany napon szedett 0, 1, 2, ..., 7
torpe bogyot. O]
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