Hibas megoldasok 2025/26 2. (feladatok, ,jmegoldasok” és elemzések)
FELADATOK ES MEGOLDASOK (16 —21.)

16. feladat: (2026. tavaszi érettségi vizsga, Ksz, 17.) A 2000-es években
Magyarorszagon csokkent a nagypalyas, fenétt korosztalyu férfi futballcsapatok szama. A
falusi futball megerdsitéséért indult 2022-ben egy civil kezdeményezes. A tablazat a
nagypalyas orszagos bajnoksagokban szerepld felnétt korosztalyt férfi futballcsapatok szamat
mutatja 2000 és 2025 kozott (év végi adatok).

Ev | Csapatok szdma
2000 2272
2005 2135
2010 2009
2015 1960
2020 1774
2025 1554

b) A 2000-es adathoz viszonyitva hany szazalékkal csokkent a csapatok szama 2025-
re?

»Megoldas”: A 2000-es adat 2272. Mivel % ~ 0,8913, kb. 10,9%-kal csokkent a

csapatok szama 2025-re.

17. feladat: Az ABC hegyesszogli haromszogben a <b <c. A haromszog oldalaira
befele egy-egy négyzetet allitunk ugy, hogy a négyzet két csucsa az oldalon, a harmadik és

negyedik cstcsa pedig a masik két oldalon van. Melylk négyzet teriilete lesz a legnagyobb a
harom kozil?

»Megoldas”: Tegyiik fel, hogy a haromszog X oldalara megfelelden Aallitott négyzet
oldala y, az oldalhoz tartoz6 magassag pedig m. EKkor az ABC haromszog teriiletét az ABGH

trapéz és a HGC haromszog tertiletének Osszege adja meg: % = u +2y)y + Y(mz— 2 '
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atmegy az origdn, és amit az X tengely mentén eltoltunk (—m)-mel.
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A grafikon alapjan lathatd, hogy az X oldal ndvelésével az oldalra allitott négyzet y
oldala is nd.
Eredmény: Adott hdromszog esetén a legnagyobb oldalra allitott négyzet terlilete lesz
a legnagyobb.

18. feladat: a) Bizonyitsuk be, hogy 6 irracionalis szam kozill mindig kivalaszthato
harom olyan, amelyek kozil barmely kettd 0sszege irracionalis.
b) lgaz-e az allitas 5 irracionalis szamra?

»Megoldas”:

a) Grafelméleti szemléltetés: egy 6 pontu teljes graf éleit két szinnel kiszinezzik. A
graf pontjai felelnek meg az adott szamoknak, és két szamot (azaz a nekik megfeleld
pontokat) akkor kotiink 0ssze pl. piros ill. kék éllel, ha 6sszegiik irracionalis, ill. racionalis.

Ekkor igazoland6, hogy a grafban van piros haromszog,

Tudjuk, hogy Ramsey tétele miatt a grafban van piros vagy kék haromszog. De kék
haromszog nem lehet: ha a + b, b + ¢, a + ¢ racionalis, akkor 0sszegiikb6l 2(a+b +¢) =
(a+b+c) is racionalis, ahonnan pl (a +b +c)— (a +b)=cis racionalis lenne, ami
ellentmondas.

A grafban tehat van piros haromszog,

b) A bizonyitas ,,nem miikodik” akkor, ha az 5 pontu teljes graf
mindegyik pontjabdl 2 piros és 2 kék ¢l indul ki (abra). Ebben a grafban
nincs piros (sem kék) haromszog, az allitas tehat 5 wrracionalis szamra nem
igaz.

19. feladat (Héttusa 15. (Roka Sandor)) Az a, b, C egész szamokra az a.b és
b.c szamok négyzetszamok. lgaz-e, hogy ekkor a.c is egy egész szam négyzete?

»Megoldasok”:

Els6 megoldas: Az allitas igaz.

Legyen p tetszdleges (pozitiv) primszam, melynek kitevdje az a, b, ¢ egész szamokban
rendre o, B, y. Mivel a.b négyzetszam, (1) (o + ) paros, és b-C négyzetszam, igy (2) (B +vy)is
paros.

Az a.c szorzatban p kitevéje (o + ), vagyis igazolandd, hogy (o + y) paros. (Ha a
szorzatban tetszoleges primtényez0 paros kitevon van, abbol mar kovetkezik az allitas.)

(1) és (2) kiilonbségebdl (o + B) — (B + y) = (o — y) paros, ésigy (o +7y)=(a—7y)+ 2y
szintén paros szam. Ezzel az allitdst belattuk.



Masodik megoldas: Az allitds igaz.
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n_'mT:(T) A feltételek miatt b

Legyen a-b = n?és b.c = m? ekkor a-c=

osztoja n?-nek és m2-nek, igy b? osztoja n? -m?-nek, azaz b osztéja n-m-nek. Tehat

egész szam, igy az allitast igazoltuk.

20. feladat: Milyen n természetes szam esetén oszthaté 2024-gyel az 508" — 2"
kifejezés?

»Megoldas”: 2024 = 8.11.23.

8-cal osztva 508 maradéka 4, igy a kifejezés n =3, 4,5, ... esetén oszthato 8-cal.

Mivel a —b osztoja (" —b")-nek, igy 508" — 2" oszthatd 508 — 2 = 506-tal. 506 =
2.11.23,igy azn=3, 4, 5, ... kitevék esetén 508" — 2" oszthatd 11-gyel és 23-mal is, vagyis
oszthato 8.11.23 = 2024-gyel.

Eredmény: n=3,4,5, ...

21. feladat (Zrinyi, 2016. megyei forduld, 5. osztaly): Melykk domin6t kell
megforditani ahhoz, hogy a domindk felsé részein 1évo pottydk szamanak Gsszege egyenld
legyen a domindk alsé részein 1évo pottyok szamanak Osszegével?
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Megoldas:

A domindk felsé részein 1€vé pottydok szamanak oOsszege 19, az als6 részein 1évo
pottyok szamanak Osszege 23, a kiilonbség 4.

Els6 megoldas: A megforditds (azaz a hatlap és elélap megcserélése) soran olyan
domindt kell megforditanunk, amelyben az alsé szam 4-gyel nagyobb, mint a felso.
Eredmény: B.

Masodik megoldas: A megforditas (azaz a sikbeli 180°-os elforgatds) soran olyan
dominot kell megforditanunk, amelyben az alsé szim 2-vel nagyobb, mint a felsé. Eredmény:
D.

Melykk megoldas a helyes?



ELEMZESEK (16-21.)

16. Elemzés: Szovegértelmezési problémar6l van szd. A feladat kitlizoje szerint a
2025-0s évre (vagyis annak 1554 adatara) vonatkozik a csokkenés, mig a megoldd szerint a
2025 darab csapatszamra.

17. Hibakeresés, elemzés: Legyen a harom oldal példaul a =13, b =14, ¢ = 15.
Ennek a Heron-haromszognek a teriilete 84 egység; a harom oldalhoz tartozd magassag

m, = % ~12,92; my, = % =12; m, = % =11,2; amegfeleld négyzetoldalak pedig

rendre y, :% ~6,48; y, = % =6,46; vy, :% ~6,41.

Vagyis éppen forditott eredményt kaptunk: ebben a haromszogben a kisebb oldalakhoz
tartozik a nagyobb beirt négyzet.

Misik megkozelités: Az y = m_ 2t alakbol az kovetkezik, hogy adott
m+X m+X

teriiletl haromszogek esetén akkor maximalis a négyzetoldal, ha (m + X) a lehetd legkisebb.

. , . . c e s o e, Y , . m+ X
Mivel a szamtani és a mértani k6zEép kozotti egyenldtlenség miatt > >NMX &

m+x> 22t az (m + x) 6sszeg akkor minimalis, ha m = x. (llletve (m + x) annal kisebb,
min¢l kisebb m és X eltérése.)

mx 2t
Masképpen: y = = o , ahol t a haromszog terlilete. Adott teriilet esetén a
m+ X
———

X

szamtani €s a mértani koz€ép kozotti egyenldtlenség miatt y maximalis < —+ X minimalis
X

= E=x & x=A/2t, azaz X =m. (Az abran t = 18, a maximumhely x=6.)
X
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Ha viszont adott t teriilet esetén az X = v/2t valasztassal ¢link, akkor a haromszog
xXb sin . . .
? « 2t=+2thsin ¢ < 2t =bsing < x=bsing,

tetszOleges b oldalara t =

azaz x < b szikkségképpen (¢ hegyesszog).

Atfogalmazis: Hapl. a <b, ebbél — hegyesszogii hiromszogekben — kovetkezik-e,
hogy |a— ma| < |b — mb| ? (Es ekkor a beirt négyzet oldaldra ya > yb.)



A kovetkezményt ekvivalens atalakitdsokkal atfogalmazzuk:
la-m,|<b-my| & (@-m)*<(b-m)* <

4t? 4t? 4% 4t?
a’+m,” —2am, <b?+m?-2bm, o a’+—<b’+— o —-—<b’-a’ o
a b a b
bZ _a2 a2b2
4t? 2 <b?-a’ < (kihaszmaljuk aza<b feltételt:) t? < =
a
212 cin 2 21,2
a’b Zm ? - a’b , S ez hegyessz0gli haromszogben mindig teljesiil

18. Hibakeresés, elemzés:

by Haa+b,b+c,...,a+eracionalis, akkor dsszegikb6l 2(a+b+c+d+e) = (a
+b+c+d+e) is racionalis, ahonnan pl. (a+b+c+d+e)— (a+h)—(c+d)=eis
racionalis lenne, ami ellentmondas.

Ha nem Itezik a fenti szinez€ésti graf, akkor valamelyik pontjabol indul ki harom
azonos szinii €l; ekkor pedig mar keletkezik egyszinli haromszog. Mivel ez kék nem lehet, igy
keletkeznie kell piros haromszognek.

Az allitds tehat 5 irraciondlis szamra is igaz.

Megjegyzés: Az allitas 4 irracionalis szamra mar nem igaz, pl. (n;—n;2n;—2n).
19. Elemzés: A valasz: Az allitas hamis.
Egy példa erre: a=1,b =0, c =2. Ekkor a-b =0 és b-c = 0 (és a 0 négyzetszam!), de

a.c=2.

A hiba oka: a masodik megoldasban osztottunk b-vel, itt a b = 0 esetet kiilon meg
kellett volna vizsgalni. (A b= 0 specialis esetet, egyéb b egész szamokra teljesiil az allitas.)

20. Elemzés: Az oszthatosag n = O-rais teljesiil (kivételes eset).

21. Elemzés: Nem egyértelm(i a feladat szovegezése (f€lreérthetdség).



